Absolutně a neabsolutně F-borelovské prostory by Kovařík, Vojtěch
Posudek vedoućıho doktorandské disertačńı práce
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Práce se zabývá hierarchíı F-borelovských množin a prostor̊u. Systém F-borelovských podmnožin
topologického prostoru je nejmenš́ı systém obsahuj́ıćı uzavřené množiny, který je uzavřený na
spočetné pr̊uniky a spočetná sjednoceńı. V metrickém prostoru tento systém splývá se σ-algebrou
borelovských množin, protože každá otevřená množina je Fσ; v nemetrizovatelných prostorech
může j́ıt o významně menš́ı systém. Podobně jako je tomu v př́ıpadě borelovských množin, systém
F-borelovských množin tvoř́ı přirozenou hierarchii indexovanou spočetnými ordinály.
Hlavńım tématem práce jsou otázky souvisej́ıćı s neabsolutnost́ı F-borelovských tř́ıd. M. Ta-
lagrand totiž ukázal, že Fσδ množiny nemuśı být absolutńı – může se stát, že topologický prostor
je v některé kompaktifikaci Fσδ a v jiné kompaktifikaci neńı ani F-borelovský. Prvotńı motivaćı
pro předloženou práci byly otázky o Banachových prostorech. Je-li Banach̊uv prostor X slabě kom-
paktně generovaný (tj., existuje-li lineárně hustá slabě kompaktńı podmnožina), je známo, že je Fσδ
ve svém druhém duálu X∗∗ opatřeném slabou∗ topoloǵı. Přirozenou otázkou je, zda (X,w) je abso-
lutně Fσδ, tj. Fσδ v každé kompaktifikaci. Daľśı otázky se týkaj́ı slabě K-analytických Banachových
prostor̊u (tj. těch, které jsou suslinovskou podmnožinou druhého duálu se slabou∗ topologíı). Te-
prve nedávno byly nalezeny př́ıklady slabě K-analytických prostor̊u, které nejsou Fσδ v druhém
duálu. Přirozenou otázkou se zdá, zda každý slabě K-analytický Banach̊uv prostor je Fσδ v nějaké
kompaktifikaci. Uvedené otázky se vyřešit nepodařilo a z̊ustávaj́ı dále otevřené. Př́ınosem práce je
zejména podrobná analýza složitosti F-borelovských množin. Dále uvedu stručný obsah práce.
Disertace je tvořena čtyřmi kapitolami, z nichž prvńı je úvodńı a každá z daľśıch tř́ı je tvořena
jedńım článkem. Jeden z článk̊u byl publikován, jeden přijat k publikaci a již elektronicky publi-
kován a jeden byl zaslán k publikaci. Prvńı z článk̊u je napsán společně se školitelem, daľśı dva
napsal uchazeč samostatně.
Prvńı článek, obsažený v druhé kapitole, se týká absolutńıch Fσδ prostor̊u, tj. prostor̊u, které
jsou Fσδ v každé kompaktifikaci. Je v něm dokázáno, že prostor, který má úplnou posloupnost
disjunktńıch spočetných pokryt́ı tvořených Fσ množinami, je absolutně Fσδ. Tento výsledek dobře
doplňuje Froĺıkovy charakterizace (prostor je K-analytický, právě když má úplnou posloupnost
spočetných pokryt́ı; prostor je Fσδ v nějaké kompaktifikaci, právě když má úplnou posloupnost
uzavřených spočetných pokryt́ı). Tato postačuj́ıćı podmı́nka je použita k d̊ukazu toho, že dědičně
Lindelöfovy Fσδ prostory jsou absolutně Fσδ. (Uchazeč byl upozorněn J. Spurným, že toto tvr-
zeńı lze dokázat jinak, s použit́ım výsledk̊u P. Holického a J. Spurného o absolutnosti tř́ıd bore-
lovských množin; nicméně postačuj́ıćı podmı́nku formulovanou pomoćı úplných posloupnost́ı po-
kryt́ı považuji za zaj́ımavou.)
Druhý a třet́ı článek (tj. třet́ı a čtvrtá kapitola) se věnuj́ı vyšš́ım tř́ıdám F-borelovských prostor̊u.
Přičemž třet́ı článek navazuje na druhý, některé jeho výsledky vylepšuje a dodává nové pohledy
na věc. Proto shrnuji hlavńı př́ınosy těchto článk̊u společně:
• Je zavedena jemná hierarchie F-borelovských množin indexovaná spočetnými ordinály.
Č́ıslováńı ve třet́ım článku je odlǐsné od č́ıslováńı užitého ve druhém článku. Důvodem je
skutečnost, že při stř́ıdavém iterováńı spočetných pr̊unik̊u a spočetných sjednoceńı neńı
a priori jasné, kterou z operaćı zvolit v limitńım kroku. Ve druhém článku autor zvolil
jednu z možnost́ı, ale při vylepšováńı výsledk̊u se později ukázalo, že druhá možnost je
přirozeněǰśı.
• Výše zmı́něný Talagrand̊uv protipř́ıklad byl rozpracován, zpřesněn a doplněn obrácenými
implikacemi. Připomı́nám, že M. Talagrand sestrojil př́ıklad prostoru, který je Fσδ v nějaké
kompaktifikaci a v jiné kompaktifikaci neńı F-borelovský. Př́ıklad je zkonstruován transfi-
nitńı indukćı a M. Talagrand poznamenává, že pokud by se s indukćı skončilo dř́ıve, dostali
bychom prostor, co je Fσδ v nějaké kompaktifikaci a v jiné kompaktifikaci neńı F-borelovský
zadané tř́ıdy. Uchazeč doplnil přesnou formulaci výsledku a horńı odhad složitosti. Ukázal,
že pro každý ordinál α ∈ [2, ω1] dává Talagrandova konstrukce prostory, ktere jsou Fσδ v
nějaké kompaktifikaci, jsou absolutně Fα a nejsou absolutně F<α. Druhý článek obsahuje
d̊ukaz pro multiplikativńı tř́ıdy, ve třet́ım článku je doplněn d̊ukaz pro aditivńı tř́ıdy.
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• Uchazeč zavedl dva typy reprezentaćı F-borelovských množin – nazývá je jednoduché a
regulárńı, ukázal jejich existenci a použit́ı. Pro definici regulárńıch reprezentaćı využil
metodu ‘př́ıpustných zobrazeńı stromů’, kterou sám vyvinul a použil pro d̊ukaz horńıch
odhad̊u složitosti.
• Dále zkoumal množinu nabývaných složitost́ı. Je-li X topologický prostor, pak Compl(X)
je množinu těch ordinál̊u α, pro které existuje kompaktifikace, v ńıž je X přesně tř́ıdy Fα.
Ukázal, že tato množina může být {0} (pro kompaktńı X), {1} (pro σ-kompaktńı X) nebo
libovolný uzavřený podinterval intervalu [2, ω1] (kde složitost ω1 znamená, že množina je
suslinovská, ale ne F-borelovská). Je otevřeným problémem, zda tyto př́ıpady jsou jediné
možné. Pro Talagrandovy př́ıklady je ukázáno, že množina nabývaných složitost́ı uzavřený
interval.
Práci celkově považuji za kvalitńı. Zejména na druhém a třet́ım článku uchazeč pracoval zcela
samostatně. Zadal jsem mu úkol vyšetřit absolutńı složitost Talagrandových př́ıklad̊u a zkoumat
možné hodnoty složitosti. Tento úkol splnil a přitom sám vyvinul potřebné metody – již zmı́něná
př́ıpustná zobrazeńı stromů, jednoduché a regulárńı reprezentace, jakož i topologické konstrukce v
třet́ım článku. Domńıvám se tedy, že předložená práce jednoznačně prokacuje, že je uchazeč schopen
samostatné tvořivé práce. Proto bez nejmenš́ıch pochyb doporučuji práci uznat jako doktorandskou
disertačńı práci.
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Prof. RNDr. Ondřej Kalenda, Ph.D., DSc.
KMA MFF UK
